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Options with the feature of barrier are barrier opinions, dependent on whether 
some barriers are breached within the lives of the options ,is referred as a kind of 
simplest path-dependent options. Barrier options are geared to the needs of 
sophisticated investors , because these options are created to provide risk managers 
with cheaper means to hedge their exposures without paying for the price ranges that 
they believe unlikely to occur. 
The Black-Scholes option pricing equation for a stock assumes that the stock 
price follows the Geometric Brownian Motion and the volatility of the stock price 
remains constant over the life of the option. Although the latter may be a valid 
simplifying assumption for short maturity options, it becomes less increasingly 
plausible as the maturity increases in empirical studies. So more and more studies 
concentrate on how to extend this assumption.Not only do stochastic volatility models 
explain the basic shapes of smile patterns, but they also allow for more realistic 
theories of the “term structure” of implied volatility. In order to generate a pricing 
formula that is appropriate for the case where volatility follows an autoregressive and 
mean-reverting stochastic process, a large and growing literature suggests that this 
case is empirically relevant; we use the function of Ornstein-Uhlenbeck  process to 
describe stochastic volatility. At the same time we can make sure that volatility is 
positive. 
Now, it will make the partial differential equation of pricing become more 
complex and hasn’t any closed-form solution. So we will derive an approximate 
solution of this equation as the price formula of barrier options under the incomplete 
market by using the solution function expansion according to 
1ε α −=  and the 
methods of solving Poisson equations. 
















formula in the incomplete market are worked out in the text. 
 





































































































价格）从甲方买进一批这种证券，如果时间T 时的市场价格 TS  低于 X  ，乙方
可以不买，而只要时间T 时的市场价格 TS  高于X ，乙方就得利。综合起来，乙
























































C C C+ =
。同样，一份上涨敲出看涨期权价值与一份上涨敲入看涨期
权价值之和也等于一份标准看涨期权价值，即 uo ui
C C C+ =
。对于看跌期权，也
有这样的关系，即 do di
P P P+ =
， uo ui


















第一节． Black-scholes 期权定价模型假设 
期权定价方面 经典文献之一是 Black 和 Scholes 于 1973 年在 Journal of 
Political Economy 上发表的题为“The Pricing of Options and Corporate Liablities”
一文。该文提出了我们现在熟知的著名的 B-S 期权定价公式。同年，Merton 发
表了“Theory of Rational Option Pricing ”,在若干方面做了重要推广，使期权定价
理论取得了突破性的进展。因此，B-S 又被称为 B-S-M 模型。在 B-S-M 模型的
一系列的假设下，可以推导出期权价格变化的随机微分方程，即期权价值方程（又
称 B-S 方程）。由于它与物理学中的热传导过程的微分方程的形式类似，而后者
的解已由物理学家给出。因此，Black 和 Scholes 很快就找到了上述方程的解析
解。我们首先看看模型的假设条件。 
Black-scholes 期权定价模型的八个假设条件如下： 






其中：dS 为股票价格瞬时变化值；dt 为极短瞬间的时间变化值；dz 为均
值为零，方差为 dt 的无穷小的随机变化值（dz dtε= ，称为标准布朗运
动，ε 代表从标准正态分布中取的一个随机值）；μ 为股票价格在单位时
间内的期望收益率（以连续复利表示）；σ 则是股票价格的波动率，即证

























综合假设条件 2 和 3，意味着投资者的收益仅来源于价格的变动，而
没有其他影响因素。 
（4） 该标的资产可以被自由地买卖，即允许卖空，且所有证券都是完全可分的。 
（5） 在期权有效期内，无风险利率为 r 常数，投资者可以此利率无限制地进行
借贷。 









出 Black-scholes 期权定价公式，求解这一方程，就得到了期权价格的解析解。 
1． 引理 
推导 Black-scholes 期权定价公式之前，我们首先介绍一下在 Black-scholes
期权定价公式推导中需要用到的
$Ito引理。 
假设 C 是依赖于 S 的衍生证券（期权）的价格，则变量 C 一定是 S 和 t 的
某种函数，我们将其写为 C(S,t)。我们感兴趣的是 S 和 t 的变化对期权价值有什






















C C C C CdC dS dt dS dt dSdt L
S t S t S t
∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂          （1.2.1） 
假定 S 遵循一般的 $Ito  过程，则： ( , ) ( , )dS a S t dt b S t dw= +                (1.2.2) 






C C CdC dS dt b dt
S t S
∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂                 (1.2.3) 
这就是
$Ito引理。 








C C C CdC S S dt Sdw
S t S S
μ σ σ∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂                         （1.2.5） 
式（1.2.4）和（1.2.5）的离散形式分别为： 






C C C CC S S t S w
S t S S
μ σ σ∂ ∂ ∂ ∂Δ = + + Δ + Δ
∂ ∂ ∂ ∂                        （1.2.7） 
上式中，S 和 T 遵循的布朗运动相同，即两式中的 wΔ 相同，所以选择某种股票
和衍生证券的投资组合可以消除布朗运动。 













∂∏ = − +
















tΔ 时间后，投资组合的价值变化为  ：
CC S
S
∂Δ∏ = −Δ + Δ





C C S t
t S
σ∂ ∂Δ∏ = − − Δ
∂ ∂                           （1.2.10） 
因为上式不含 wΔ ，经过 tΔ 时间后投资组合的价值必定没有风险。当 tΔ  无限短 
时，该投资组合的瞬时收益率与其他短期无风险证券收益率相同。当不存在无风








C C CrS S rC
t S S
σ∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂                                     （1.2.12） 
式（1.2.12）便是 Black-scholes 微分方程。此方程有多个解。其中对于欧式看涨
期权的边界条件是：当 t=T 时， max( ,0)C S X= − 。    






ˆ[max( ,0)]TE S X−  
其中， Ê 表示风险中性的期望值， TS  为 T 时刻的股票价格，T 为期权的到期时
间。欧式看涨期权的价格 C 是期望值 Ê   以无风险利率贴现的结果，即：
ˆ[max( ,0)]rT TC e E S X
−= −                                          (1.2.13) 
假设股票价格运动是几何“布朗运动”，运用随机变量函数的一些定理，可 
以得到股票价格的自然对数

















ln [ln ( ) , ]
2T
S S r T Tσϕ σ+ −:
 
通过积分对 (1.2.12)  右边求值，可以得到欧式看涨期权的 Black-scholes 定
价公式如下： 1 2




ln( / ) ( )
2








d d Tσ= −
。 
式中每个符号的含义如下： 
C:当前 t 时刻的看涨期权价格； 












权是指如果期权立即执行，持有者的现金流为零，即 ( )r T tX Se −= ；实值期
权是指如果期权立即执行，持有者具有正的现金流，即 ( )r T tX Se −< ；虚值
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